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Exercice 1 : formules

Question 1. Donnez une formule propositionnelle (en introduisant des formules atomiques
adéquates) pour les phrases suivantes.

- “S’l fait beau, je vais travailler en vélo, mais quand je suis en retard, je prend le bus.”

- “Si tu ranges ta chambre, tu pourras aller au cinéma.”

- “N’oublie pas ton écharpe, il fait froid.”

- “n est un multiple de 12 des que n est un multiple de 2 et de 3.”

- “Si n est un nombre premier, alors il est impair, sauf si c’est 2.”

Question 2. Donnez le connecteur principal des formules suivantes :

AN(B=C) (AN (BV-0)) AvBvVCVD A=B=C
ANBVCAD -—=(B& () —~ANB=C A=BV-(CAND=E)

Question 3. Dessinez I’arbre correspondant a chaque formule de la question précédente.

Exercice 2 : connecteurs logiques et tables de vérité

Question 1. Retrouvez la table de vérité du connecteur = en étudiant les différents cas
correspondants a la formule (vraie) “Sin est un multiple de 4, alors n est pair.”.

Vérifiez que cette table de vérité est la méme que celle de AV B.

Question 2. Calculez les tables de vérité pour vérifier que les 2 formules suivantes sont
équivalentes :

- AV (BACQ),

- (AVB)A(AVCO).

Question 3. La table de vérité du XOR (noté @) est

@0 1
010 1
111 0

Donnez une formule ayant la méme table de vérité que A® B en utilisant les connecteurs usuels.
N’oubliez pas de vérifier...

Question 4. En mathématique, on dit en général “A ssi B ssi C” pour dire que les trois formules
A, B et C sont équivalentes.

Peut-on mettre des parentheses dans A < B < C' pour avoir cette interpretation ?

Sinon, comment peut-on traduire “A ssi B ssi C” en logique propositionnelle 7

Question 5. Donnez une formule équivalente & A A B en n’utilisant que la disjonction (V) et
la négation ().



Question 6. En utilisant les équivalences logique standard (lois de de Morgan, distributivité,
etc.), montrez que les 2 formules suivantes sont équivalentes :

(AVB)A(mAV-B) et (AN-B)V (-AAB)

Question 7. Le symbole de Sheffer (1) est un connecteur binaire avec la table de vérité suivante :

+1o 1
01 1
101 0

Il agit comme la négation d’une conjonction : “pas les deux”.
A quoi correspond AT A?

Montrez que 'on peut redéfinir tous les opérateurs usuels uniquement & partir de 1.

Question 8. Combien de connecteurs binaires existe t’il 7 Enumeérez les et donnez leurs un nom.

Cherchez combien ont la propriété de complétude fonctionnelle (comme “1”), & savoir de pouvoir
redefinir tous les connecteurs usuels, et donc toutes les fonctions booléennes.

Question 9. Les formules suivantes sont elles des tautologies 7 Sont elles satisfiables 7
A=B=A (A= A)= A
(AV B)= (AAB) (A= B)V(B=A)

Question 10. Que pensez-vous de I’algorithme “béte” qui calcule la table de vérité d’une formule
pour vérifier si elle est satisfiable ?

A partir de combien de variables est-ce que cet algorithme risque de ne plus fonctionner ?

Question 11. Justifiez l'assertion : —F est une tautologie si et seulement si F n’est pas
satisfiable.

Exercice 3 : satisfiabilité, résolution et algorithme DPLL

Question 1. Donnez une formule en FNC (“forme normale conjonctive”) pour les tables de
vérité suivantes

N
Sy
Q
Q

e i i = S e B e B e i e
o= 0 O == O
_ O = O = O = O
O R O O O = O

Question 2. Donnez les tables de vérité puis une formule en FNC pour les formules
-Se(AeBaC),
-C' s ((AANB)V(ANC)V (BACQ)).

Question 3. Pour chacune des formules suivantes, donnez une formule en FNC équivalente sans
passer par les tables de vérité.

ANB AV B AeB (AAB)V —~(C = D)

Question 4. Décrivez une procédure (récursive) qui permet de transformer n’importe quelle
formule en formule en FNC logiquement équivalente.
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Question 5. Utilisez les lois de distribution pour transformer la formule suivante en FNC.
(Al /\Bl)\/--~\/(Ak/\Bk>

Estimez la taille de la formule obtenue

Indice : commencez avec k = 2 et k = 3.

Question 6. Vérifiez que la formule
(ZyV - NZ)N(~ZL V)N (2Zy VG N (22 NV Fy) A (=2 V Gy)

est equisatisfiable avec
(F1 /\Gl)\/-"\/(Fk/\Gk)

Indice : chaque variable Z; “représente” la clause (F; V G;).

Déduisez en une formule de taille raisonnable, equisatisfiable & la formule de la question
précédente.

Question 7. On s’intéresse a la transformation qui découpe une clause en 2 de la maniere
suivante :

F=(0LV..VpV.. VI )N = F =0 V..VVZ)A(mzV...VI)A---

ou x est une nouvelle variable propositionnelle.
- Les deux formules sont elles équivalentes ?
- Les deux formules sont elles équi-satisfiables 7

- En appliquant cette transformation plusieurs fois, peut-on réduire toutes les clauses a 4
litteraux ? A 3 littéraux ? A 2 litteraux ?

Question 8. Faites tourner 'algorithme naif pour SAT sur les formules suivantes :

- (_'1‘1 V .232) N ($1 V .133)

- (331 V 1‘2) A\ (LL'Q V ﬁl‘g) A\ (ﬁ!L‘g V ﬁl‘l)

- (x1 Vxa Vas) A (ze V—xs) A (mzg V —oxs) A (mxg Voxs)
Cet algorithme instancie les variables dans l'ordre (x1, puis zs, etc.) et essaie en premier la
valeur 1.

Question 9. Donnez un exemple de formule ou ’algorithme naif est exponentiel car seule la
derniere solution testée est valide.

Question 10. Appliquez les regles de propagation des clauses unitaires et de simplification des
littéraux purs sur les formules suivantes.

Le résultat est il satisfiable ?
- (x1 Voo Vxs) A (mza V oxs) A (mxy Vo xe)
- (IL’l V X2 V _|£E3) A (_\IL’Q) N ("%2 V l’g) AN (_L’Bl V _L'Eg)
- (331 V —x3 V 33‘4) N (—\l‘Q \Y xg) A\ (.IQ) N (_'332 V —x3 V _\I4)

Question 11. En pratique, on n’implémente pas la simplification des clauses pures car cela est
trop lent.

Faites tournez ’algorithme DPLL en utilisant uniquement la simplification des clauses unitaires
sur les formules de la question 8.
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Exercice 4 : déduction naturelle

Rappels : voici les regles de la déduction naturelle pour la logique propositionnelle.
ItF F G IF=GF F

LIRS L) G () / (smodus ponenst)
- FFFIi F /{F: = (o) FI;‘;I*{?/;\%Q F}—% (An)
% (Veit) F?Z?\Z?}ZZ?I?—??G (Vn) / (raisonnement par cas)
%(_‘C) L F _? = J_P ) (contradictiont)
T.F - F (axiome) % (raisonnement par I’absurde)

r-G TI;GFPF
T FF

(résultat intermédiairet)

Question 1. Rappelez le sens “intuitif” de la notation “Hy; Hs;..., Hy F F”7 et d’une regle

de la forme
Z&l - (;1 ZXQ F (;2

'+ F

Question 2. Complétez la regle manquante et justifiez son nom “raisonnement par cas”.

Vadddddddadds

F;Iﬁ,v.Fb }_ (;

(Vn) / (raisonnement par cas)

Question 3. Quelles sont les régles qui permettent de démontrer 'absurde (L"), c’est & dire
d’obtenir un séquent de la forme I' - 17

Question 4. Démontrez la loi de distributivité (AV (BAC)) = (AV B)A(AVC).
Démontrez ensuite la réciproque (AV B) A (AV C) = (AV (BAC)).

Question 5. Démontrez la loi de “contraposition” : (A= B) = (—-B = —A).

Essayez de démontrez sa réciproque : (—wB=-—A)=- (A= B). (Il faudra utiliser un raisonnement
par 'absurde.)

Question 6. Démontrez 1’équivalence A < ——A en montrant les 2 implications.

Indice : il faudra utiliser un raisonement par l’absurde pour I'implication =—A = A...

Question 7. Démontrez la tautologie AV —A.

Indice : il faudra utiliser un raisonement par I’absurde...



