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Exercice 1 : Déduction naturelle

(2) Question 1 : démontrez en déduction naturelle (sans raisonnement par I'absurde) la formule suivante : (F — (G — H)) < ((F AG) — H).
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(2) Question 2 : démontrez en déduction naturelle la formule (Va F'V G) < (Vz F') V G sous 'hypotheése que x n’est pas libre dans G.
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: x n’est pas libre dans A
: x n’est pas libre dans T’

(1) Question 3 : on ajoute une nouvelle regle a la déduction naturelle appelée « double négation » :

———— double négation
r,-—F + F

Démontrer que cette régle est dérivable en déduction naturelle classique (avec raisonnement par absurde).
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(1) Question 4 : montrer que la regle du raisonnement par I’absurde est une regle dérivée dans le systeme « déduction naturelle sans raisonnement par ’absurde
+ regle de la double négation ».
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(1) Qu’en déduisez-vous sur les deux regles « raisonnement par I'absurde » et « double négation » ?

Les deux regles sont équivalentes : toute preuve utilisant 1’'une peut étre transformée en une preuve utilisant 'autre.




Exercice 2 : valuations.

(2) Question 1 : soit £ = {e,_~1, x} le langage de la théorie des groupes ; soit M Dinterprétation suivante :
- M| =R;
- eM = 1 N
— o Xpmy = Xy (multiplication) ;
_ plm :{1/35 siz#0
0 sinon
Donnez la valuation de la formule suivante : Vo = x (z x 271) = .
Ona:|Vzaox(zxal)=z||pm=1ssi
|z x (z x 271) = z||$7* = 1 pour tout a € |M]| ssi
|z x (z x 27 1)||%T = ||=||%7® pour tout a € |[M] ssi
a X pm (a Xy a™M) = a pour tout a € | M|
Il y a deux cas possibles :
—a=0;alorsa™ ™ =0et axp (a Xy a M) =0. On a bien 1'égalité ;
—a#0;alors a™'M =1/a, et on a bien a x \( (a Xy a™ M) =a x a x 1/a = a.
Conclusion, I'égalité est satisfaite pour toutes les valeurs possibles de a.
On a donc ||Vz z x (z x 271) = x||pm = 1, ce qui signifie que la formule est valide dans M.

(2) Question 2 : rappelez les axiomes de la théorie des groupes (sous forme de formules closes).
— associativité : VaVyVz o x (y x z) = (x X y) X z;
— élément neutre : Vx x X e=e X xr =1x;
—inverses : Ve z x 2 ' =e=2"! x z.

(1) Question 3 : est que cette structure satisfait les axiomes des groupes ?

Non : la derniére formules n’est pas valide dans M car 0 x 07! # e.

Exercice 3 : théorémes.
On se place dans un langage avec un seul symbole de relation unaire P.

(2) Question 1 : est-ce que la formule (Vz P(z)) — (32 P(z)) est un théoreme ? Justifiez.

Soit M une structure sur ce langage.
On a ||Vz P(z) — 3z P(2)||pm = 1 ssi
||Vz P(x)||pm = 0 ou ||Fz P(z)||m = 1 ssi



(2)

(2)

(2)

|P(2)]|%7* = 0 pour un a € M| ou [|P(z)||%7" =1 pour un b € | M| ssi

a & Py pour un a € |[M| ou b € Py pour un b € | M|
Par définition, un modele n’est pas vide, il y a donc un élément ¢ dans |[M|. Pour cet élément particulier, on a bien ¢ € Py ou ¢ € Py ; ce qui garantit
que ||Vz P(z) — 3z P(x)||am = 1. En conclusion, cette formule est valide dans tous les modeles de £ = {P} ; c’est donc bien un théoreme.
Question 2 : donnez une autre justification pour la question précédente.

D’apres le théoreme de complétude, une formule est un théoreme ssi elle est prouvable. 1l suffit donc de démontrer (Vgc P(:E)) — (Hx P(gc))
a

* Vo P(x) b Vz P(x)
Va P(z) + P(xo)
Vo P(x) F 3z P(x)
F Vaz P(z) — 3z P(x)

Y intro

3 intro

— intro

Exercice 4 : modeéles.
On note R I'ensemble des nombres réels et R™ I’ensemble des nombres réels positifs.

Question 1 : soit L le langage ne contenant qu’une relation binaire R. On définit deux structures pour L :
— M avec [M| =R et Ry est la relation <;
— N avec [N|=1]0,1] et Rpr est la relation <.
Montrez que les deux structures sont isomorphes.
On montre facilement (en appliquant la définition de morphisme) qu'un morphisme entre M et A est une fonction croissante entre | M| et |N|. 11 suffit
donc de trouver une bijection croissante entre R et |0, 1[. L’exemple canonique de telle bijection est donnée par
2 arctan(x)
Ly 2
T
Ca marche car arctan est une bijection croissante de R sur | — 7/2,7/2].
Question 2 : on définit une nouvelle structure S pour ce langage :
— |S| = RT et Rs est la relation <.
Est-ce que cette structure est isomorphe a M ?
Un des théoréeme du cours nous dit : « si M et S sont isomorphes, alors M et S satisfont les méme formules closes. » Pour montrer que M et S ne sont
pas isomorphes, il suffit donc de trouver une formule valide dans I'un et non valide dans 'autre.
On peut prendre JxVyR(z,y) qui dit « il y a un élément x plus petit que tous les autres ». Cette formule est valide dans S et non-valide dans M.




(bonus) Exercice : (difficile) on a vu en TD qu'il y avait une formule F sur le langage {e, x,_~1, S} (e symbole de constante, x et -~ symboles de fonctions
binaire et unaire et S symbole de relation unaire) qui vérifie :
— « F a un modele fini de cardinal n ssi n est un nombre composé (non-premier) ».

La formule F était « axiomes des groupes » + « .S est un sous-groupe non-trivial ». Le théoréme de Lagrange ('ordre d’un sous-groupe divise l'ordre du
groupe) permettait de vérifier que F' satisfaisait bien la propriété voulue.

Redonnez cette formule : on définit
— Iy = S(e) : S nest pas vide;
- Fy =Vavy S(z) A S(y) — S(z Ay) : S est clos par multiplication ;
— Fy =V S(x) — S(z71) : S est clos par inverses ;
- Fy=3xxz#eANS(x) A Jz-S(x) : le sous groupe n’est pas trivial.
On prend donc :

F = ¢ axiomes des groupes (voir exercice 2 question 2) » A Fy A Fo A F3 A Fy

Peut-on en déduire une formule G vérifiant :
— tout modele fini de F' est de cardinal premier ?
Non!
On ne peut pas prendre la négation de cette formule : toute structure qui n’est pas un groupe satisfait la négation de F'; or, il existe de nombreuses
structures sur £ = {e, x,,_l} qui ne sont pas des groupes et qui on un cardinal non-premier.
On ne peut pas non plus prendre la formule F/ = « axiomes des groupes » A « S n’est pas un sous-groupe non-trivial » ; car il peut y avoir d’autres
sous-groupe que l'interprétation de S.
11 faudrait pouvoir dire « axiomes des groupes A V.S S n’est pas un sous groupe », mais on n’a pas le droit de quantifier sur des des relations. (On

peut étendre la logique pour faire ¢a. C’est la « logique d’ordre supérieur ».)




