TD 4, exercice 3, correction :
e) 3z (A— B)] < [(VzA)— (3zB)]

Remarque : j’utilise volontairement un nouveau nom de variable z( lors de 'utilisation de
la regle 3 elim. Ceci permet d’utiliser la regle, méme s’il y avait un contexte I' contenant la
variable libre z. (Il faudrait alors choisir la variable xg correctement.)

Premiere direction :

F [z (4 — B)] — [(VzA) — (32 B)] .. . . . . . . . —intro x2
Jx(A—B),VeA + JzB e 3 elim
1) Jz(A—B),Vz A + 3FxgAlx :=x0] — Blx = x0) .. axiome (a-conversion)
(20 Jx(A—B),V2 A, Alz :=29] = Blz:=29] + JzB .. . affaiblissement
Ve A, Alz :=29] —» Blz:=2¢] F JzB . . . . . . Jintro pour t:= xg
Ve A, Alz :=29] = Blz:=29] F Blx:==z¢ . . . . . . . . —elim
(21) Vo A, Alx := 9] — Blx:=xz9] F Az :=x0] — Blx := 0] . axiome
(2.2) VYo A, Alx := 9] — Blx:=x9] F Az := x0] .. . . VYelimpourt:=uxg
Ve A, Alz:=29] - Blz:=29] F Y2A . . . . . . . . . axiome

Deuxieme direction :

F [(Vz A) - (3zB)] — [3z(A — B)] .. . . . . . . . . —intro

(VzA)— (I*B) v Jx(A—B) . . . . . . . . . . V elim
a)y (VzA)— (FzB) F (VxA)v-(VzA) . . . . . . . tiersexclu, cf. TD 3
(20 VrA)— (3xB),Vz A F 3z (A— B)

( (
@) VvA)— (FzB), V2 A + Jz(A— B)
)y (Ve d) = (

Vo JxB),VzA + Fx(A— B) e coupure, cf. TD 3
(21) (VxA)— (JzB),Vz A + B
(22) (VxA)— (3zB),VxA,IxB + I(A— B)
(

(1) (VxA)— (FzB),V2A + FB . . . . . . . . . . . —elim

11y VeA)—- (F2B),VzA + (VzA)— (F2B) . . . . . . . axiome

(
(

212) VrA)— (32B),VtA F Vz A e axiome
(22) (VxA)— (JzB),Vx2A,3xB + 3Jx(A— B) e 3 elim
221) (VeA)— (32B),VzA,JxB + FzgBlx:=xz9 . . axiome (a-conversion)
(222) (VrA)— (3xB),VzA,3xB, Blz:=1x9] F Jz(A— B) . affaiblissement
Blz:=29] v J(A—-B) . . . . . . . . . Fintropourt:=xg

Bz :=x9] b Alx:= 2] — Blz := x| .. . . . . . . =—intro
Blx:=a9], Al[z:=x¢] v+ Blxi=2¢ . . . . . . . . . axiome

@) VtA)—- (3zB), V2A + Fw(A—-B) . . . . . . . affaiblissement
-VeA F FI(A—-B) . . . . regle dérivée, cf. TD 3; et loi de de Morgan
Jz-A F FJ(A—-B) . . . . L. 3 elim
(31) Jx—-A B Fxe-Alx = xg] . . . . . . . . axiome (a conversion)
3.2) Jx—A, -Alx =20 + F(A—-B) . . . . . . . Fintropourt:=xg
Jdx—A, A[x xo] F  Alx :=x0] — Blx = x0] . . . . . . —intro
Jx-A, -Alx =], Alx :=x¢] F Blz:= xo] e L elim
Jr-A, -Alz = xo] Alx :=mz9] F L e = elim

(3.2.1,) dr—A, A

= uxg], Alx :=x9] F Az :=x,] .. . . . . axiome
(3.2.1,) dr—A, A ]

x = ux], Alx :=x0] F Alx:=1,] .. . . . . axiome



