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Tableaux

Ceci n’est pas un tableau
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Tableaux

Qu'est-ce qu'un tableau?

@ Un tableau a une structure d'arbre.
@ Méthode de réfutation sans coupure :
Prouver P (T P) devient réfuter =P (F P)

@ Deux lectures :

e Syntaxique : décomposer la structure des formules
e Sémantique : construire un modele
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Tableaux

Exemple

Regle
T VxP(x) A (=P(c) V =Q(a)) Priorité :a > 6> § >«
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Tableaux

Exemple

T VxP(x) A (—\P$c) V-aR(a) & Regle
T VxP(x) Priorité :a > 3> > v

|
T =P(c) vV —-Q(a) Oé%,BB)
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Tableaux

Exemple

T VxP(x) A (=P(c) V =Q(a)) ®

| Regle
T VX|P(X) Priorité ;e > 8> 8 > v
T =P(c)V-Q(a) ® B(A, B)
/\ A ’ B

F P(c) FQa)
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Tableaux

ENE

T VxP(x) Regle
T—|P(c)\/|—|Q(a) ® Priorité :a > > § > «
/\ ’y(X,A)

Alx = X]
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Tableaux

ENE

T VxP(x) Regle
| o,
T —P(0) v -Q(3) ® Priorité :ac > 0 > 0 > v

Alx = X]
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Tableaux

ENE

| Regle
Priorité :aa > 8> § >«

| | T@vU:{X:C}
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Tableaux

ENE

T VxP(x) A (—||P(c) vV =Q(a))

T VX|P(X) Extraction d'un modele
T =P(c) V -Q(a)
o~ Q(a) = faux
F P(c) F Q(a) P(t) = vraipour tout t

T Pl(X) T P|(Y)
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Tableaux

Regles de tableaux avec métavariables

Type de formule

a(A, B) :
a(A, B) TAANB
A, B FAVE
F (A= B)

Inférence correspondante
(séquents)
A BF ;
LAABE ©
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Tableaux

Regles de tableaux avec métavariables

Type de formule

B(A, B) :
a(A, B) B(A, B) TAVB
A B A|B F (AN B)
TA=B

Inférence correspondante

(séquents)
A T[,BF
LAVBF
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Tableaux

Regles de tableaux avec métavariables

Type de formule

v(x, A) :
a(A, B) B(A, B) T VXA
7(x, A)
Alx = X]
Inférence correspondante
(séquents)
MVvx A Alx :=t]+
qqgs
vx Ak
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Tableaux

Regles de tableaux avec métavariables

Type de formule

I(x,A):
a(A, B) B(A, B) T 3A
A, B Al B F (VxA)
v(x, A) o(x, A)

Alx = X] Alx = fo(args)] Inférence correspondante

(séquents)
MAx:=c]F o
M 3xAF
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Tableaux

Regles de tableaux : fermeture et conversion

TA, FB

5 ®, 0 = mgu(A, B)

Il faut propager o dans le reste du tableau.

T -A

————— conversion
FA
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Déduction Modulo

Déduction modulo

@ Déduction : séquents, déduction naturelle
@ Modulo calcul :
o Réécriture sur les propositions (R)

xxy=0—x=0vy=0
o Axiomes équationnels (&)
X+y=y+x
o Réécriture sur les termes (&)

S(x)+y— S(x+y)
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Déduction Modulo

Extension des regles d'inférences

R ensemble de régles de réécriture propositionnelles
& ensemble de regles de réécriture sur les termes et
d’axiomes équationnels

=Re congruence définie par RUE.

Une inférence modulo
IMAkFgre I, BhFre

[ PFre ou

siP=pg AV B.
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Déduction Modulo

Séquents modulo : connecteurs

S A BFgre
FA P Fre axiome N |_R7§
si P =gre A si P=rpe ANB

INAFgre I BFre I -Ablgre I BlFre
I PFre I, PrFre

siP=res AV B siP=rs A= B
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Déduction Modulo

Remarques

@ Preuves plus courtes et plus lisibles.
@ Expression sans axiome de :

o HOL (Dowek,Hardin,C.Kirchner);
o Arithmétique (Dowek,Werner; F.Kirchner);
o Théorie des ensembles de Zermelo (Dowek,Miquel).

@ Perte de la normalisation (élimination syntaxique de coupure)
méme dans le cas de (certains) systémes convergents.
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de preuve
Prog s
Tableaux modulo Elimination des coupures

Tableaux modulo

3 extension B .
séquents ——— déduction modulo

preuves preuves
sans sans
coupure coupure
extension
tableaux » tableaux modulo
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Une méthode de preuve
Prog s
Tableaux modulo Elimination des coupures

Questions

@ Comment étendre les tableaux?

e Ajouter de la réécriture
e Impact sur la procédure

@ Que deviennent les propriétés sémantiques ?

@ Quid de I'élimination des coupures?
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Une méthode de preuve
Propriétés
Tableaux modulo Elimination des coupures

Ajouter de la réécriture : une idée

R : regles de réécriture sur les termes et les propositions

Pl¢lw
Pld].

rw

si
e g—-deR,;
o {(Lg};
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Une méthode de preuve
Propriétés
Tableaux modulo Elimination des coupures

Contraintes

e Contraintes :
o sur les formules (réécriture)

P(X)etg—d
o sur les tableaux (fermeture)

P(X) et P(c)

R.Bonichon Des Tableaux pour la Déduction Modulo



Une méthode de preuve
Propriétés
Tableaux modulo Elimination des coupures

Connecteurs
[1,8(P, Q)¢ |- |Tn-C
rl»ﬁ(’Da Q)L?Pé | rl,/B(’Da Q)f:? Qtl: ‘ | rn -C

M,a(P,Q)L|...|T,-C
r]_,Oé(P, Q)IC7P<I:7Q(I: ‘ | r” -C

(%
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Une méthode de preuve
Propriétés
Tableaux modulo Elimination des coupures

Quantificateurs
M,y P)L .| Ty C
M1, P(x := X)P A, P | .| Ty C

[1,60,P)L]...|Tp-C
1, Pl[x :=sko(/)],6(x, P)L | ... | Tp-C
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Une méthode de preuve
Propriétés
Tableaux modulo Elimination des coupures

Réécriture
M, PlClo |- | Th-C
rla Pc[C]w’ Pc/[d]w ’ ‘ Mh-C

rw

sig—deR
etc’:cU{C;g}

Fermeture
I’;l,Pcl,ﬂPé2 || Th-C

closure (®)
(T2]..|Th)-CUQUGU{PZ P}
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Une méthode de preuve
Propriétés
Tableaux modulo Elimination des coupures

Premiers résultats (syntaxiques)

En supposant I'élimination des coupures possible, on démontre par
transformation syntaxique :

Théoreme (Correction)

Si Tab(l',—A) — ©
alors NFre A

Théoreme (Complétude)

Si TrreA (ie.THFL: A)
alors Tab(I', —A) — ©

R.Bonichon Des Tableaux pour la Déduction Modulo



Une méthode de preuve
Propriétés
Tableaux modulo Elimination des coupures

En bref

Difficultés
@ Les tableaux ont des métavariables, les séquents sont clos.

@ Les étapes de réécriture et de skolemisation (dynamique) sont
entremélées.

Solutions

@ Pour 1, il suffit a priori de raisonner modulo un unificateur ©
des contraintes de tableaux.

@ Pour 2, il faut utiliser des labels (choix d'une skolemisation
externe).

@ Pour 1 et 2, il faut démontrer, un certain de nombre de
lemmes de commutation entre regles de tableau, I'unificateur,
et des transformations des symboles de Skolem.
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Tableaux modulo

Développement systématique et complétude sémantique

R = P(a) — Q(a)

Priorité :a > 3> § > (y|rw)
Regle :

VxP() A (FP()V-Q(3) oy
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Une méthode de pr
Propriété:

Tableaux modulo Elimination des coupures

Développement systématique et complétude sémantique

R = P(a) — Q(a)

Priorité :a > 3> § > (y|rw)

VxP(x) A (=P(c) V-Q(a)) & Regle a(A, B)
VXFl’(X) | A B
| cC=0
—P(c) Vv -Q(a)
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Une méthod
Propriétés

Tableaux modulo Elimination ipures

Développement systématique et complétude sémantique

R = P(a) — Q(a)
VxP(x) A (=P(c) vV =Q(a)) & Priorité :ac > 3> ¢ > (7|rw)

| R B(A, B
VX'Dl(X) Regle : /(4!5)
-P(c)V-Q(a) & cC=10
O a0 R
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Une méthod
Propriétés

Tableaux modulo Elimination ipures

Développement systématique et complétude sémantique

» . R = P(a) — Q(a)
xP(x) A (= (CI) v=Q(a)) ® Priorité :a > 8> 6 > (7|rw)

VxP(x) Regle - v(x, A)
| o Alx = X]
—P(c)V-Q(a) Q
T C=10
-Pe) @) O
P(|X) long 5 4
y>rw | f t
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Une méthod
Propriétés

Tableaux modulo Elimination ipures

Développement systématique et complétude sémantique

R = P(a) — Q(a)
YxP(x) A (=P(c) V =Q(a)) ®

| Priorité :a > 3> § > (y|rw)

VxP(x) Regle - v(x, A)
| Alx = X]
—P(c)v-Q(a) ®
P =0 O
lon 5 5
PO P y >g wl| £ f
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Une méthod
Propriétés
Tableaux modulo Elimination ipures

Développement systématique et complétude sémantique

YxP(x) A (ﬁP(cl) V-Q(a) ® R = P(a) — Q(a)

VxP(x) Priorité :ac > 3> ¢ > (7|rw)
| e P(<)
ﬁp(w) R Regle : W
ﬂPl(c) ﬂQl(a) c=10
P(X)  P(Y) L.
| long 6 b
Q(a)xéa y>rw |t f
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Une méthod
Propriétés
Tableaux modulo Elimination ipures

Développement systématique et complétude sémantique

wmuwwﬁm?vﬁma)® R = P(a) — Q(a)

VxP(x) Priorité :ac > 3> ¢ > (7|rw)
| Sole - P(<)
V0D @ W )
ﬁPF) ﬂOf) =10
I r
P(f() A |Y) long ‘ 6 6
Q(a)xia Q(a)Y;a y>rw | ot ot
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Une méth
Propriétés
Tableaux modulo Eliminatio

VxP(x) A (=P(c) V =Q(a)) ®
| R = P(a) = Q(a)

VxP(x)
| Priorité :ac > 3 > 6 > (7|rw)
_‘Pw ® Regle : fermeture
_‘P|(C) ﬁQl(a) C={xZcvLa}
PO P L
| 6 6
Qa),:, Q). S
| |
© ©
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Une méthode de preuve
Propriétés
Tableaux modulo Elimination des coupures

Complétude sémantique

Théoreme

Soit R un systéme de réécriture confluent et soit I un ensemble de
propositions. Si le tableau systématique pour I n'est pas fermée,
alors I a un modéle.
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Une méthode de preuve
Propriétés
Tableaux modulo Elimination des coupures

Valuations (Schiitte)

Définition (Semi-valuation (valuation partielle))

Une interprétation est une fonction V : P +— {0,1} dont le
domaine est I'ensemble des propositions du langage. Elle est
appelée semi-valuation (resp. valuation partielle) lorsque :

e si V(=P) =0 alors (resp. ssi) V(P) =

e si V(=P) =1 alors (resp. ssi) V(P) =

e si V(PV Q) =0 alors (resp. ssi) V(P) =V(Q)=0
si V(PV Q) =1 alors (resp. ssi) V(P) =1 ou V(Q) =1
si V(P A Q) =0 alors (resp. ssi) V(P) =0 ou V(Q) =0
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Une méthode de preuve
Propriétés
Tableaux modulo Elimination des coupures

R-valuations

Définition (R-valuations)

Une semi-valuation (resp. valuation partielle) V est dite
compatible avec un systéme de réécriture R si :

quand P = Q et V(P) est définie
alors (resp. ssi) V(Q) = V(P).
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Une méthode de preuve
Propriétés
Tableaux modulo Elimination des coupures

Modeles en déduction modulo :R-modeles

Les R-modeles sont des extensions des modeles booléens telles que
pour tout couple de propositions :

Si  P=xQ
alors |P| =1Q|.
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Une méthode de preuve
Propriétés
Tableaux modulo Elimination des coupures

Obtenir un modele pose des probémes

On commence par définir une semi-valuation V' a partir d'une
branche ouverte...

R-semi-valuation (V)
Si P— Q (par g — d), V(P) doit étre définie quand V(Q) I'est.

R-valuation partielle( V)

On veut avoir V(Vx(A(x) A ( ))) = 1 si pour tout terme t on a
V(A(t)) = L et V(B(t)) =

Convergence de R

Ne suffit pas pour la complétude (Dowek-Werner, Hermant) !
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Une méthode de preuve
Propriétés
Tableaux modulo Elimination des coupures

Classe de systemes complets

Condition d’ordre

On considere des systemes de réécriture confluents sur lesquels on
peut définir un ordre bien fondé < comme suit :

@si P—p Qalors P< Q,

@ si P est une sous-formule de Q, alors P < Q.

Définition (Modele pour une condition d’'ordre)
|.|» est définie inductivement en suivant < :

@ si P est une proposition atomique normale,
V(P) est définie et |P|r = 1 sinon.

@ si P est un atome non normal, alors |Plg = |P | |r.

Plr = V(P) si

@ si P est une proposition composée alors |P|r est définie en
fonction de ses sous-formules.
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Une méthode de preuve
Propriétés
Tableaux modulo Elimination des coupures

Classe de systemes complets

Condition de positivité

Une condition de positivité : si g — d alors d a des occurrences
d'atomes uniquement positives.

Définition (Modele pour une condition de postitivté)

Soit R un systéeme de réécriture positif. L'interprétation des
formules est définie comme suit :
@ Si P est une proposition atomique,
o si V(P) est définie, alors |P|r = V(P),
e sinon |P|gr = 1.

@ Si P est une proposition composée, |P|r est définie
inductivement en fonction de |'interprétation de ses
sous-formules.
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Une méthode de preuve
Propriétés
Tableaux modulo Elimination des coupures

Classe de systemes complets

Mixte
Les deux conditions ensemble : R = Ry UR 4 et R4 est normal a
droite pour R-.

Définition (Normalité droite)

Soit deux systémes de réécriture R' et R. R’ est normal a droite
pour R si pour toute régle de réécriture propositionnelle

g — d € R/, toutes les instances des atomes de d par des
substitutions R-normales o sont en forme normale pour R.
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e de preuve
Propr
Tableaux modulo Elimi des coupures

Elimination des coupures modulo

@ La normalisation est parfois impossible (paradoxe de Russell
modifié) :

ReR—Vy (Wx(vex=Rex)=(ye R= (A= A)))

@ On peut cependant prouver I'admissibilité de la regle de
coupure par des moyens sémantiques.
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Une méthode de preuve
Prop S
Tableaux modulo Elimination des coupures

Elimination(s) des coupures

correction
VAN *TEA
Gentzen complétude
Tait-Girard

Dowek-Werner

r=a
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Une méthode de preuve
Propriétés
Tableaux modulo Elimination des coupures

Elimination(s) des coupures

correction
M- Az *TEA
complétude

Gentzen
Tait-Girard
Dowek-Werner

M= a
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Une méthode de preuve
Propriétés
Tableaux modulo Elimination des coupures

Elimination(s) des coupures

Cas le plus général en déduction modulo :

Mhn A correction CTEp A
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Une méthode de preuve
Propriétés
Tableaux modulo Elimination des coupures

Elimination(s) des coupures

Mhp A correction T ER A
complétude
M A —— Tab(TT,FA)—0
correction
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ode de preuve
Propriétés
Tableaux modulo Elimination des coupures

Contenu calculatoire de I'élimination des coupures

Revenons sur la regle “de Russell” :

ReR—Vy (W(yex=Rex)=(yeR= (A= A)))

@ La méthode des tableaux modulo est compléete pour ce
systeme.

@ Mais I'élimination des coupures ne peut pas étre un
algorithme de normalisation.

@ C'est dans ce cas grosso modo la méthode des tableaux
décrite.
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Une méthode de preuve
Propriétés
Tableaux modulo Elimination des coupures

Conclusion

Méthodes de preuves automatiques
Tableaux modulo pour :
o la logique classique

o la logique intuitionniste

Elimination des coupures

Extraction d'un contenu calculatoire (dans le cas intuitionniste)
grace aux tableaux modulo (travail en cours pour la logique
classique)

Gain par les méthodes sémantiques

Identification de classes de systemes de réécriture

R.Bonichon Des Tableaux pour la Déduction Modulo



de preuve
Propriétés
Tableaux modulo Elimination des coupures

Travaux en cours

e Implantantation dans Zenon (démonstrateur automatique
fondé sur les tableaux, D. Doligez)
e Extension vers plus de déduction modulo;
o lllustration par des exemples;
e Utilisation d'outils comme CiMe pour la partie réécriture
(complétion, terminaison,...).
@ Tableaux HOL modulo en utilisant :
) HOL)\J;
o TaMeD.
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Un thode de preuve
Propr S

Tableaux modulo Elimination des coupures

Merci de votre attention.

Bonich Des Tableaux pour la Déduction Modulo



	Tableaux
	Déduction Modulo
	Tableaux modulo
	Une méthode de preuve
	Propriétés
	Élimination des coupures


