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Introduction Le X-calcul simplement typé

Les équations récursives sur les types

Le A-calcul simplement typé

@ Regles de typage
Mx:AFXx:A ax

Nx:AM:B
r'-EXxM:A— B

rN-m:A—-B TEN:A
r-(MN):B

—e

@ Regle de réduction

(AXM N) > M[x := N]
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Introduction Le X-calcul simplement typé

Les équations récursives sur les types

Les propriétés du calcul

@ Confluence.

© Préservation de type.
© Forte normalisation.
© Décidabilité de typage.

© Caractérisation des fonctions représentables
(Schwichtenberg).

René David et Karim Nour Le X-calcul simplement typé avec équations récursives



Introduction Le A-calcul simplement typé

Les équations récursives sur les types

Outline

0 Introduction

@ Les équations récursives sur les types

René David et Karim Nour Le A-calcul simplement typé avec é ons récursives



Intre ion :
troductio Le A-calcul simplement typé

Les équations récursives sur les types

Les équations récursives

Objectif : Ecrire des équations de la forme X = F[X].

Ceci revient a ajouter les regles de typage :
r-=M:X
r=M: F[X]
r'=M: F[X]
r=m: X
Attention :
@ Avec X = X — Y, on type (d 9).
@ Avec X = X — X, on type tous les termes.
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Introduction Le A-calcul simplement typé

Les équations récursives sur les types

Bonne équation récursive

C’est une équation X = F[X] ou X est positive dans F.

Exemples: X =Y — X
X=(X—-Y)—=Y
X=X—=Y)=(Y—=X)
Généralisations :

@ Autoriser plusieurs équations.
@ Effectuer la substitution dans un sous-type.

Idée : Introduire une relation de congruence sur les types.
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Introduction Le A-calcul simplement typé

Les équations récursives sur les types

Définitions

Soit X € A
° X e TH(X).
@ SiYeA—{X},alorsY e TH(X)etY e T (X).

@ SiUecT (X)etVeTt(X),alorsU— VeT*(X)et
Vo UeT (X).

Définition

SoitX C A
o TH(X) = Nyex TH(X)
© T~(X) = Nxex T-(X)
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Les équations récursives sur les types

Bonne congruence sur les types

Soit X C A. Une relation de congruence = sur les types T est
dite X -bonne ssi

Q@ SiXeXnvar(U)etU=V,alors X € var(V).

Q SiUrx Vetvar(UynX =0,alorsU=V.

Q SiU — Vy=U — VW, alors Uy ~ U et Vy = V>.

Q SiXeXxX,U~xVetUeT"(X),alors Ve T"(X).

Q@ SiXeX,UxVetUeT (X),alors Ve T (X).
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Introduction Le A-calcul simplement typé

Les équations récursives sur les types

Exemples

Soit X = {X1,X2}.

@ Soit ~ la p.p. congruence contenant
X1 %(X1 H(X2—>Y))HY
X2%(X2—>(X1 — Y))—)Y
@ Soit ~ la p.p. congruence contenant

X1%X2—>X1
XQ’A\:X1—>X2
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Les équations récursives sur les types

Le systéme

Soient X C A et ~ une congruence X -bonne sur les types. On
ajoute la régle de typage :

r-|m:U U=V
r’=M:Vv

@ Préservation de type.
@ Forte normalisation.
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Introduction Le A-calcul simplement typé

Les équations récursives sur les types

Questions

La preuve de Mendler utilise des candidats de réductibilité avec
des points fixes.

@ Quelle est la puissance du systéme nécessaire pour
formaliser cette preuve ?

@ Peut-on trouver une preuve arithmétique de la forte
normalisation ?
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Idée de la preuve

La forte normalisation du calcul
Plan de la preuve
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e La forte normalisation du calcul
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Idée de la preuve

La forte normalisation du calcul
Plan de la preuve

|ldée de la preuve

Objectif 1. Si M, N € SN, alors M[x := N] € SN.
Par induction sur type(N).

Sinon, M = (x P) avec (N P;) ¢ SN et Py = P[x := N] € SN.
Alors N>* AyN; et Ny[y = P4] ¢ SN.

Si type(N) est une fléche, alors type(Py) < type(N).

Donc la propriété est démontrée si type(N) N X = 0.

Il suffit de prouver la propriété pour type(N) = X € X.

René David et Karim Nour Le X-calcul simplement typé avec équations récursives



Idée de la preuve

La forte normalisation du calcul
Plan de la preuve

|ldée de la preuve (suite)

Obijectif 2. Si M,oc € SN et Im(c) C T, alors M[o] € SN.
Par induction sur (n(M), cxty(M)).

On suppose que M = (x P),o(x) = N>* A\yNy, Py = P[o] € SN
et Ni[y = P;1] € SN.

Alors il existe (y No) < N; tel que
(P1 Ng[y = P1]) ¢ SN et Ng[y = P1] € SN.

Donc P; doit se réduire a un .

Deux cas a étudier.
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Idée de la preuve

La forte normalisation du calcul
Plan de la preuve

|ldée de la preuve (suite)

o P* AXq M1 et M1 [J/] Q SN.
Une contradiction car n(M;) < n(M).

Q P (X 5) avec x’ € dom(o).
On obtient type(P) = type(P1) e Tt NT ",
—type(x') e T+
— M= (x P) et type(x) e T™.
Donc type(Py) N X = ( et N[y = P;] € SN.

Si y posséde plusieurs arguments, on itére le méme
raisonnement.
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e La forte normalisation du calcul
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Idée de la preuve

La forte normalisation du calcul
Plan de la preuve

Plan de la preuve

Lemme

SiM,Ne SN, T,x:U-M:V,TEN:Uetvar(U)nXx =10,
alors M[x := N] € SN.

Lemme

SiM,o € SN, dom(c) = {x1, ..., xn}, Im(c) = {Ny, ..., Np},
ML(x:U)EM:V,TEN;:UetleU € TT(X), alors
Mlo] € SN.

| A
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Idée de la preuve

La forte normalisation du calcul
Plan de la preuve

Plan de la preuve (suite)

Corollaire

SiXeX, MMNe SN, ,x: XFM:V, T~N:X,alors
M[x := N] € SN.

| A

Corollaire
SiM,Ne SN, T,x:U-M:V,T+N:U,alors
M[x := N] € SN.

Théoreme
Tout terme typable est fortement normalisable.

René David et Karim Nour Le X-calcul simplement typé avec équations récursives



Le A p-calcul simplement typé
Un exemple
Applications et questions ouvertes Questions ouvertes

Outline

e Applications et questions ouvertes
@ Le \u-calcul simplement typé

René David et Karim Nour Le A-calcul simplement typé avec é ons récursives



Le A p-calcul simplement typé
Un exemple
Applications et questions ouvertes Questions ouvertes

Le Au-calcul simplement typé

Soit = la p.p. congruence contenant (X ~ ——X)xc.4

Définition (Le A-terme My du type ——~T — T)

MLZAX(XI) MX:I
My—_v = AxAy (My Az(x M(z (ty))))

Définition (Traduction du Ap-calcul dans le A-calcul)
X" =x (Ax M)* = Ax M* (MN)* = (M*N¥)
(aM)* = (a M) (paM)* = (Mr AaM*) sic: =T
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Le A p-calcul simplement typé
Un exemple
Applications et questions ouvertes Questions ouvertes

Résultats

SilTty, M: U, alorsT -~ M*: U.

SiM g, N, alors M* > N*.

Théoréme
Tout \u-terme typable est fortement normalisable.
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Le A\ p-calcul simplement typé
Un exemple
Applications et questions ouvertes Questions ouvertes

Un exemple

Nat=(X —- X) - (X —=X)etBool =Y — (Y —=Y)

Soit =~ la p.p. congruence contenant X ~ (X — Bool) — Bool

Infn = Ax (x MAy1(M"=1 \y0))
M = Xx Ay (y x)
0= Xx\yyetl=Xxx\yx

@ ~ Inf, : Nat — Bool.
@ (Inf,m)>%1 sim < netO0 sinon.
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Le A\ p-calcul simplement typé
Un exemple
Applications et questions ouvertes Questions ouvertes

Questions ouvertes

@ Caractériser la classe des fonctions représentables.
@ Etudier les relations de congruence X-bonnes.
© Chercher des résultats de décidabilité.

© Ajouter d’autres régles de typage et de réduction
(par exemple, celles de M. Parigot).

© Etendre le résultat & d’autres systémes de typage
(par exemple, le systéme D).
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